Unidad I: Sistemas lineales discretos y continuos

Objetivo especifico: Entender ampliamente el fendmeno del comportamiento de los modelos
matematicos para la resolucion de problemas enfocados a las ecuaciones lineales.

Conceptos a desarrollar:  Dar al alumno las herramientas necesarias, para que pueda efectuar el
andlisis de los sistemas lineales discretos y continuos.

1.1 Modelos matematicos 1

En ciencias aplicadas, un modelo matematico es uno de los tipos de modelos cientificos que emplea
algun tipo de formulismo matematico para expresar relaciones, proposiciones sustantivas de hechos,
variables, parametros, entidades y relaciones entre variables y/o entidades u operaciones, para
estudiar comportamientos de sistemas complejos ante situaciones dificiles de observar en la
realidad. El término modelizacibn matematica es utilizado también en disefio grafico cuando se habla
de modelos geométricos de los objetos en dos (2D) o tres dimensiones (3D).

El significado de modelo matematico en filosofia de las matematicas y fundamentos de las
matematicas es, sin embargo, algo diferente. En concreto en esas areas se trabajan con "modelos
formales”. Un modelo formal para una cierta teoria matematica es un conjunto sobre el que se han
definido un conjunto de relaciones unarias, binarias y trinarias, que satisface las proposiciones
derivadas del conjunto de axiomas de la teoria. La rama de la matematica que se encarga de
estudiar sistematicamente las propiedades de los modelos es la teoria de modelos.

Es importante mencionar que un modelo matematico no es completamente exacto con problemas de
la vida real, de hecho, se trata de una idealizacién. Hay una gran cantidad de funciones que
representan relaciones observadas en el mundo real; las cuales se analizaran en los parrafos
siguientes, tanto algebraicamente como gréaficamente.

Clasificacion de los modelos

Se podria decir que un modelo de las ciencias fisicas es una traduccion de la realidad fisica de un
sistema fisico en términos matematicos, es decir, una forma de representar cada uno de los tipos
entidades que intervienen en un cierto proceso fisico mediante objetos mateméticos. Las relaciones
matematicas formales entre los objetos del modelo, deben representar de alguna manera las
relaciones reales existentes entre las diferentes entidades o aspectos del sistema u objeto real. Asi
una vez "traducido” o "representado” cierto problema en forma de modelo matematico, se pueden
aplicar el célculo, el algebra y otras herramientas matematicas para deducir el comportamiento del
sistema bajo estudio. Un modelo fisico requerira por tanto que se pueda seguir el camino inverso al
modelado, permitiendo reinterpretar en la realidad las predicciones del modelo.

Segun la informacién de entrada

Con respecto a la funcién del origen de la informacion utilizada para construir los modelos pueden
clasificarse de otras formas. Podemos distinguir entre modelos heuristicos y modelos empiricos:

Modelos heuristicos (del griego euriskein ‘hallar, inventar’). Son los que estan basados en las
explicaciones sobre las causas o mecanismos naturales que dan lugar al fenomeno estudiado.

Modelos empiricos (del griego empeirikos relativo a la 'experiencia’). Son los que utilizan las
observaciones directas o los resultados de experimentos del fenémeno estudiado.

1 Informacion obtenida del sitio de Internet Wikipedia Internacional.



Segun el tipo de representacion

Ademas los modelos mateméticos encuentran distintas denominaciones en sus diversas
aplicaciones. Una posible clasificacibn puede atender a si pretenden hacer predicciones de tipo
cualitativo o pretende cuantificar aspectos del sistema que se estd modelizando:

« Modelos cualitativos o conceptuales, estos pueden usar figuras, graficos o descripciones
causales, en general se contentan con predecir si el estado del sistema ir4 en determinada
direccion o si aumentara o disminuira alguna magnitud, sin importar exactamente la magnitud
concreta de la mayoria de aspectos.

« Modelos cuantitativos 0 numéricos, usan numeros para representar aspectos del sistema
modelizado, y generalmente incluyen féormulas y algoritmos mateméticos mas o menos
complejos que relacionan los valores numéricos. El célculo con los mismos permite
representar el proceso fisico o los cambios cuantitativos del sistema modelado.

Segun la aleatoriedad

Otra clasificacion independiente de la anterior, segin si a una entrada o situacion inicial concreta
pueden corresponder o no diversas salidas o resultados, en este caso los modelos se clasifican en:

« Determinista. Se conoce de manera puntual la forma del resultado ya que no hay
incertidumbre. Ademas, los datos utilizados para alimentar el modelo son completamente
conocidos y determinados.

« Estocastico. Probabilistico, que no se conoce el resultado esperado, sino su probabilidad y
existe por tanto incertidumbre.

Clasificacion segun su aplicacion u objetivo

Por su uso suelen utilizarse en las siguientes tres areas, sin embargo existen muchas otras como la
de finanzas, ciencias etc.

« Modelo de simulacién o descriptivo, de situaciones medibles de manera precisa o aleatoria,
por ejemplo con aspectos de programacion lineal cuando es de manera precisa, y
probabilistica o heuristica cuando es aleatorio. Este tipo de modelos pretende predecir qué
sucede en una situacién concreta dada.

« Modelo de optimizacidon. Para determinar el punto exacto para resolver alguna problematica
administrativa, de produccién, o cualquier otra situacion. Cuando la optimizacion es entera o
no lineal, combinada, se refiere a modelos matematicos poco predecibles, pero que pueden
acoplarse a alguna alternativa existente y aproximada en su cuantificacion. Este tipo de
modelos requiere comparar diversas condiciones, casos o posibles valores de un parametro
y ver cual de ellos resulta 6ptimo segun el criterio elegido.

« Modelo de control. Para saber con precision como esta algo en una organizacion,
investigacion, area de operacion, etc. Este modelo pretende ayudar a decidir qué nuevas
medidas, variables o qué parametros deben ajustarse para lograr un resultado o estado
concreto del sistema modelado.



Ejemplo:

Un modelo mixto operacional estadistico es una teoria o situacién causal de hechos y expresado
con simbolos de formato matematico. Por ejemplo las tablas de contingencia. De hecho los modelos
matematicos se construyen con varios niveles de significacién y con diferentes variables.

Kendall y Buckland catalogan hasta 40 tipos diferentes de modelos mateméaticos. Ejemplos:
Rapoport en modelo matemético e interaccion social en 1961 y Bugeda en Sociologia matematica
en 1970. Por un principio de isomorfismo hay una equivalencia, a conseguir, entre un modelo y una
teoria. Ademas teoria y modelo son sinénimos.

Ejemplos de modelos por tipos:

Descriptivos / Simulaciéon ~ Optimizacion / Eleccion ~ @ntrol / Tratamiento
Determinista Probabilista Determinista Probabilista Determinista Probabilista

Cuantitativo . . . Céalculo s
Céalculos Simulaciones Disefio Control
/ P e componentes . o e ?
, . astronomicos de trafico . ingenieril  automatico
Numérico de sistemas
Cualitativo / Analisis Teoria de Modelos 5 Teoria 5
Conceptual microeconémicos juegos de grafo/flujo ' psicolégica '

Modelo matematico de simulacion hidrolégica

Se utilizan para estudiar situaciones extremas, dificilmente observables en la realidad, como por
ejemplo los efectos de precipitaciones muy intensas y prolongadas en cuencas hidrograficas, en su
estado natural, o en las que se ha intervenido con obras como canales, represas, diques de
contencién, puentes, etc.

La cuenca hidrogréfica es dividida en sub-cuencas consideradas homogéneas desde el punto de
vista: del tipo de suelo, de la declividad, de su cobertura vegetal. El nimero y tipo de las variables
hidroldgicas que intervienen en el modelo son funcién de objetivo especifico para el cual se elabora
el mismo.

Fases de construccion de un modelo

En muchos casos la construccion o creacion de modelos matematicos Utiles sigue una serie de
fases bien determinadas:

» ldentificacién de un problema o situacion compleja que necesita ser simulada, optimizada o
controlada y por tanto requeriria un modelo matematico predictivo.

e Eleccién del tipo de modelo, esto requiere precisar qué tipo de respuesta u output pretende
obtenerse, cuales son los datos de entrada o factores relevantes, y para qué pretende usarse
el modelo. Esta eleccion debe ser suficientemente simple como para permitir un tratamiento
matematico asequible con los recursos disponibles. Esta fase requiere ademas identificar el
mayor numero de datos fidedignos, rotular y clasificar las incognitas (variables
independientes 'y dependientes) y establecer consideraciones, fisicas, quimicas,
geomeétricas, etc. que representen adecuadamente el fenbmeno en estudio.



» Formalizacién del modelo en la que se detallaran qué forma tienen los datos de entrada, qué
tipo de herramienta matematica se usara, como se adaptan a la informacion previa existente.
También podria incluir la confeccidn de algoritmos, ensamblaje de archivos informéticos, etc,
etc. En esta fase posiblemente se introduzcan también simplificaciones suficientes para que
el problema matemético de modelizacidn sea tratable computacionalmente.

e« Comparacion de resultados los resultados obtenidos como predicciones necesitan ser
comparados con los hechos observados para ver si el modelo esta prediciendo bien. Si los
resultados no se ajustan bien, frecuentemente se vuelve a la fase 1.

« Es importante mencionar que la inmensa mayoria de modelos matematicos no son exactos y
tienen un alto grado de idealizacién y simplificacion, ya que una modelizacién muy exacta
puede ser mas complicada de tratar de una simplificaciébn conveniente y por tanto menos util.
Es importante recordar que el mecanismo con que se desarrolla un modelo matematico
repercute en el desarrollo de otras técnicas de conocimientos enfocadas al area
sociocultural.

1.2 Sistemas?

Para comenzar a estudiar los sistemas, debemos primero considerar el concepto de sefial.

Si bien es un término de muy amplio alcance, en el contexto que nos atafie consideramos como
sefial a toda variacion de una cantidad fisica (por lo general con el tiempo) susceptible de ser
representada mateméaticamente y de la cual podemos obtener alguna informacion o realizar algun
cambio.

Segun su naturaleza podemos clasificar a las sefiales en dos grupos, a saber: las que pueden
definirse en cada instante de un determinado intervalo, llamadas sefales de tiempo continuo, y
aquéllas que pueden representarse como una sucesion de de valores ordenados mediante un indice
entero, llamadas sefiales de tiempo discreto. (El uso de la palabra "Tiempo" establecida por el uso
alude a que la mayoria de las sefiales procesadas dependen del tiempo, sin ser éste el caso
general).

Con esto, definiremos como sistema a cualquier ente fisico o proceso capaz de recibir una sefal,
denominada de entrada, o excitacion (x (t)), y transformarla en otra sefial que denominaremos de
salida o respuesta. (y (t) )

Segun la naturaleza de las sefiales que los sistemas procesan, usualmente se los clasifica también
como “de tiempo continuo” o "de tiempo discreto".

Como puede apreciarse, las definiciones previas son de cardcter muy general. Esto pone en
evidencia una de las grandes ventajas de la teoria de sefales y sistemas, esto es: puede aplicarse
al estudio de una gran cantidad de problemas reales de muy diversa naturaleza fisica.

En este trabajo centraremos nuestra atencion en un tipo particular de sistemas, denominados
“Sistemas Lineales e Invariantes en el Tiempo” o “SLTI”,

Nota: Si bien este trabajo esta desarrollado en tiempo continuo, pueden hallarse relaciones
totalmente analogas para los sistemas de tiempo discreto

Linealidad

Se dice que un sistema es lineal si cumple con el llamado principio de superposicion, el cual a su
vez se compone de dos partes:

2 Informacidn obtenida del sitio de Internet de la biblioteca internacional de Sevilla, Espafia.



1. Homogeneidad:

si x(t) - y(t) = kx(t) - ky(t) )

2. Aditividad:

Sl X, (1) = yi(t) OXy(t) -y (t) = xt) +x4t) - y{t) +y {)

Combinando la (1) y la (2):

KX, (1) + KX, (1) = Koy, (1) + K, Y, (1) (superposicion)

Evidentemente, esto se cumplird si el sistema, para obtener la salida, efectia sobre la sefal de
entrada operaciones que son matematicamente lineales, como ser: suma, multiplicacion por una
constante, diferenciacién e integracion.

A partir de esto es importante entender porqué las ecuaciones integro-diferenciales lineales son la
herramienta apropiada para modelar matematicamente la relacion entrada-salida de este tipo de
sistemas, ya que en ellas, en su forma general, intervienen todas las operaciones antedichas.

Invariabilidad Temporal

Decimos que un sistema es invariante en el tiempo, si la respuesta del mismo no depende del
momento en que es excitado, formalmente:

sl X(t) - y(t) = x(t —tg) - y(t —t,) @)

Esta es una propiedad importante del sistema, puesto que lo hace més predecible y posibilita su
analisis por medio de los métodos que estudiaremos mas adelante.

Fisicamente, la invariabilidad temporal implica que los constituyentes de nuestro sistema, no se
alteraran y conservaran sus propiedades con el paso del tiempo: "sus pardmetros son constantes"

Por ejemplo, un circuito electrénico no seria invariante en el tiempo si sus componentes
(resistencias, inductores, condensadores, etc...) cambiasen de valor, como sucede por degradacion
de los materiales que los componen, lo cual en general es un proceso lento.

Es importante sefialar que la invariabilidad temporal del sistema establece que la ecuacion
diferencial lineal que lo define sea a coeficientes constantes, pues dichos coeficientes estan
definidos por los componentes fisicos del sistema (resistencias, inductores, masas, resortes,
amortiguadores, etc.).

Consecuencias Importantes

El hecho de que un sistema sea LTI, hara mas manejable su analisis: puesto que es posible
descomponer a una sefial arbitraria en componentes mas simples, hallar las respuestas del sistema
a cada una de ellas, y luego, por el principio de superposicidon, sumar dichas respuestas para
obtener la respuesta total a la entrada arbitraria (compuesta).

Esta forma de tratamiento, como se ver4, sirve de base para varios métodos de andlisis de SLTI, en
particular:

1 Lainterpretacion de una sefal arbitraria como una suma de impulsos ponderados, es la base
del método de convolucion, que caracteriza al sistema en funcién de su respuesta impulsiva.

2 La representacidon de la sefial de entrada como una suma de sinusoides armonicas
ponderadas, conduce a las Series de Fourier.



3 La descomposicion de una sefial arbitraria en una suma de exponenciales complejas
ponderadas, es una serie de Fourier de tipo exponencial y es la base para el estudio por
medio de las transformadas de Fourier y de Laplace.

Método de Convolucion
Ahora profundizaremos sobre el primero de los métodos de analisis de SLTI antes mencionados.

El método de convolucion sirve para hallar la respuesta del sistema a una entrada arbitraria,
conociendo previamente la respuesta impulsiva del mismo.

Llamamos repuesta impulsiva, h(t), a la respuesta del sistema cuando es excitado con la sefial delta
de Dirac o simplemente, impulso & (t) ( nos referiremos al impulso unitario, o sea de area =1).

Esta es una sefial que posee amplitud infinita, duracion infinitesimal y area finita.

Como puede deducirse de sus caracteristicas, & (t) es una sefial meramente tedrica y no
reproducible en la préactica. Por lo tanto, debemos conformarnos con aproximarla mediante un pulso
de una amplitud y duracion determinados de manera tal que el error cometido esté dentro los
margenes aceptables para el caso.

Una de las propiedades mas importantes del impulso es, como sabemos, la de muestreo de una
sefal, o seleccion del impulso. Esto es:

X(t) = +jzod(r -t)x(r)dr

Propiedad que puede verificarse facilmente. Este tipo de integrales no se evalGa analiticamente por
los métodos clasicos. Hay que ver que el producto en el integrando es, en definitiva, la & (1-t) con
area (coeficiente) = x(t) ubicada en T = t. Podemos sacar x(t) que actia como coeficiente, de la
integral que procede ( se evalua) por T.

[o0]
Asi: x(t) =x(t) |8 (1-t) dt = x(t) dado que el area de & (1-t) =1

-00

Aqui podemos ver como una sefial cualquiera puede ser representada como una “suma“
(considerando a la integral como el limite de una suma) de impulsos desplazados en el tiempo y
ponderados por el valor de la sefial en ese instante. Esto puede verse de una manera mas grafica
en tiempo discreto, o bien, si lo consideramos como el limite de la aproximacion de la sefial por
medio de pulsos rectangulares tomando en el intervalo una mayor cantidad de pulsos de menor
duracion.

Aqui esta la clave del método de convolucion, a saber:

* Ya que podemos representar cualquier sefial como una “suma” de impulsos ponderados;
si excitamos un SLTI con una sefal arbitraria x(t) es posible, gracias al principio de
aditividad, determinar la salida analizando Unicamente las respuestas a cada uno de los
impulsos que la componen y luego sumarlas.

« Si bien es cierto que el proceso de encontrar las respuestas a todos los impulsos que
componen x(t) podria parecer en principio un trabajo tedioso y quizas imposible (pues en
tiempo continuo la sefial estd compuesta por infinitos impulsos) , puede solucionarse esto
considerando que los impulsos que componen la sefial difieren unos de otros Unicamente
en su posicion temporal y su “ponderacion” (determinada por la constante que los
multiplica); asi, podremos representarlos genéricamente como K & (t-to) y ver que,
haciendo uso de otras dos propiedades de los SLTI, la homogeneidad e invariancia en el
tiempo, la respuesta a este impulso genérico serd K h(t-to), donde h(t) es la respuesta al
impulso unitario ubicado en el origen y constituye la incognita real del problema, ya que K
y to dependen de la sefal de entrada.



En sintesis, si conocemos h(t) podremos obtener las respuestas de todos los impulsos que
conforman x(t) y luego sumando dichas respuestas obtener la respuesta “completa” del sistema a
X(t), o sea y(t).

Todo este proceso expresado matematicamente nos permite llegar a la expresion general para
obtener la respuesta y(t) de un SLTI, caracterizado por su respuesta impulsiva h(t), a una entrada
X(t) dada.

Esta expresion es conocida como integral de convolucion:
y(t) = J'ij(r)h(t —r)dr =x(t) Oh(t)

1.3 Entraday salida de un sistema

Las variables de estado son el subconjunto mas pequefio de variables de un sistema que pueden
representar su estado dinAmico completo en un determinado instante. Estas variables de estado
deben ser linealmente independientes; una variable de estado no puede ser una combinacion lineal
de otras variables de estado. El nimero minimo de variables de estado necesarias para representar
un sistema dado, n, es normalmente igual al orden de la ecuacién diferencial que define al sistema.
Si el sistema es representado en forma de funcién de transferencia, el nimero minimo de variables
de estado es igual al orden del denominador de la funcién transferencia después de haber sido
reducido a una fraccion propia. Cabe destacar que al convertir una representacion de espacio de
estado a la forma de funcién de transferencia puede perderse informacion interna sobre el sistema,
pudiendo por ejemplo describir un sistema como estable aun cuando la representacion de espacio
de estado indica que es inestable en ciertos puntos.
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Figura 1.3.1.- Modelo de espacio de entrada-salida, de estado tipico.

Una forma general de representacion de espacios de estado de un sistema lineal con Pentradas, 4
salidas y fivariables de estado se escribe de la siguiente forma:

%(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t)
y(t) = C(t)x(t) + D(t)u(t)

Donde:



x(t) € R™ y(t) € R% u(t) € R”.

I(']es llamado vector de estados, y(:')es llamado vector de salida, L"f(')es llamado vector de
entradas (o control), *'1( ')es la matriz de estados, B( ')es la matriz de entrada, C( ’ )es la matriz de

salida, y D( ) )es la matriz de transmision directa. Por simplicidad, D ( ')normalmente se toma como
la matriz cero, p. ej.: se elige que el sistema no tenga transmision. Notese que en esta formulacion
general se supone que todas las matrices son variantes en el tiempo, p. €j.: algunos o todos sus
elementos pueden depender del tiempo. La variable temporal fpuede ser una "continua" (p. €j.:
t e ]E) o una discreta (p. ej..t € E): en éste Ultimo caso la variable temporal es generalmente
indicada como k. Dependiendo de las consideraciones tomadas, la representacion del modelo de
espacios de estado puede tomar las siguientes formas:

Tipo de sistema Modelo de espacio de estados
continuo e invariante en el tiempo X(f) = Ax(f_) + Bu(t]
y(t) = Cx(t) + Dul(t)
continuo y variante en el tiempo X(f} = A(t}}{(t} + B( }l_l(f-]
y(t) = C(t)x(t) + D(t)u(t)
x(k + ) = Ax(k) + Bu(k)
YU‘?) Cx(k) + Du(k)
x(
y(

Discreto e invariante en el tiempo

Discreto y variante en el tiempo k- ) A(k)x( ) B(k)u(k)
Ic) C(k)x(k) + D(k)u(k)
Transformada de Laplace de sX(s) = AX(s) + BU(s)

continua e invariante en el tiempo Y(

5
Transformada z de zX(
discreta e invariante en el tiempo Y(z — CX(z) + DU(Z]

Figura 1.3.2.- Tabla de tipos de sistemas.

La estabilidad y la respuesta natural caracteristica de un sistema puede ser estudiado mediante los
autovalores (o valores propios) de la matriz .. La estabilidad de un modelo de espacio de estados
invariante en el tiempo puede ser facilmente determinado observando la funcién transferencia del
sistema en forma factorizada. Tendria una forma parecida a la siguiente:

(58— 2z1)(s8 — z) (5 — 2z3)

(s —p1)(s —p2)(s —p3)(s— ps)

G(s)=Fk

El denominador de la funcion transferencia es igual al polinomio caracteristico encontrado tomando
el determinante de s [ — A,



Als) = [sI — 4|

Las raices de este polinomio (los autovalores) proporcionan los polos en la funcién transferencia del
sistema. Dichos polos pueden ser utilizados para analizar si el sistema es asintética o
marginalmente estable. Otra alternativa para determinar la estabilidad, en la cual no involucra los
célculos de los autovalores, es analizar la estabilidad de Liapunov del sistema. Los ceros

encontrados en el numerador de G( 5)puede usarse de manera similar para determinar si el sistema
posee una fase minima.

El sistema podria ser estable con respecto a sus entradas y salidas aun si es internamente
inestable. Este podria ser el caso si polos inestables son cancelados por ceros.

Controlabilidad

La condicién de controlabilidad de estados implica que es posible, mediante entradas admisibles,
dirigir los estados desde cualquier valor inicial a cualquier valor final dentro de un intervalo de
tiempo. Un modelo de espacio de estados continuo e invariante en el tiempo es controlable si y sélo
Si

rank[B AB A%’B .. 44_.“‘_131:?1
Observabilidad

La observabilidad es la medida de cuan correctamente los estados internos de un sistema pueden
ser inferidos conociendo las salidas externas. La observadlidad y la controlabilidad son
matematicamente duales.

Un modelo de espacio de estados continuo e invariante en el tiempo es observable si y solo si:

'8,

rank =

I
=

! _171—1
(El rango de una matriz es el numero de filas linealmente independientes.)

Funcion de transferencia

La funcién de transferencia de un modelo de espacio de estados continuo e invariante en el tiempo
puede ser obtenida de la siguiente manera:

Tomando la transformada de Laplace de

x(t) = Ax(t) + Bu(t)

Tenemos que;

sX(s) = AX(s) + BU(s)

Luego, agrupamos y despejamos ($), dando

(sI — A)X(s) = BU(s)



X(s) = (sI — A)"'BU(s)
esto es sustituido por X(S]en la ecuacién de salida

Y(s) = CX(s) + DU(SJ, nos queda

Y(s) = C((sI— A)"'BU(s)) + DU(s)

Como la funcién de transferencia esta definida como la tasa de salida sobre la entrada de un
sistema, tomamos

G(s)=Y(s)/Ul(s)
y sustituimos las expresiones previas por Y(S]con respecto a U(SJ guedando

G(s)=C(sI— A) 'B+ D

Claramente G(S)debe tener fpor Pdimensiones, asi como un total de #Pelementos. Entonces para
cada entrada hay funciones de transferencias con uno por cada salida. Esta es la razon por la cual
la representacion de espacios de estados puede facilmente ser la eleccion preferida para sistemas
de mdltiples entradas, mdultiples salidas (MIMO, por sus siglas en inglés: Multiple-Input, Multiple-
Output).



